思索出智慧  灵动显魅力

——一堂公开课的实录与反思

无锡市第一中学  214031  华志远

新的高中课程改革在江苏已走过了近两年的历程，两年的风风雨雨，既有令人兴奋而不安的启动阶段，又有让人困惑而深思的实施阶段。毋庸置疑，新课程的理念犹如一股清风，给数学教育带来了新的气象，各种围绕课改的教研活动如火如荼，教学的呈现形式可谓多姿多彩。课堂上，我们听到了学生的辩论和争鸣，看到了学生的合作和探究；听到了学生的笑声和掌声，看到了学生享受成功的自信和欢乐；听到了教师“你能行”的激励声，看到了老师俯身与学生交流的感人场景；听到了老师动人故事引出的应用问题，看到了色彩斑斓的多媒体课件。师生互动，生生互动，人机互动，从课堂交流形式上，一改以往沉闷的局面，课堂教学焕发出勃勃的生机和活力。

然而，热闹非凡并非意味着课堂繁荣，漫无目的的讨论并不能生成智慧，学生安静的深度思索，是为课堂的灵动积蓄更大的“势能”。怎样还数学教学以本真的魅力，即在探索中求知、在思考中求智、在品味中求美？带着这些思考，笔者在江苏省2007年高中数学课程改革研讨会上开设了一节公开课：《间接证明——反证法》，供省内学者和老师研讨. 以下是本节课简要的教学实录与教后反思，恳请同行指教.
一、生活情景——寻求他山之石

[情景1]今天，这会议厅里灯火通明，高朋满座，济济一堂。我们是否能作出这样的判断：在座各位中一定存在两个人，其生日相同？为什么？

生1：是的，因为在座的肯定超过700人，而一年只有365天，因此在座各位中一定存在两个人，其生日相同？

师：你的判断正确，说理清楚。如果老师继续问你，为什么人数超过700人，一年有365天，就一定有两个人生日相同呢？

生1（稍作思考）如果在座各位生日都不相同，一年不就大大超过365天了吗？

师：（微笑）很好！她从正反两个方面都加以了说明，可谓滴水不漏。

（由于公开课的教学环境发生了变化，学生免不了会觉得不适，一个真实情景的介入，首先能拉近与学生之间的心理距离，因为这是师生对话、互动、交流的前提，其次，该问题本身可以为《直接证明与间接证明》的学习和比较提供策略上的认识）

[情景2]在《三国演义》中有这样一段记载：曹操领着士兵行军，途中口渴难忍，这时大家看到路边的树上结满了梨子，士兵们喜出望外，但曹操却对士兵说：这路边的梨子不能吃。有人摘下一梨品尝，果真苦不堪言，无法下咽。请问：曹操怎么会作出这样的判断的？ 

学生的情绪非常高涨，公认的说法是：如果梨子能吃，早就给人采光了。

师：这种逆向思考问题的方式，闪耀着人类理性思维的光芒。那么，这种推断方法对数学命题的证明有什么启发呢？

二、问题初探——实现知识迁移

[请你尝试] 设a,b是异面直线，在a上任取两点A,C，在b上任取两点B,D，试证：AB和CD也是异面直线。

生2：（稍停片刻）假设AB和CD共面于α，

则点A、B、C、D都在α内，于是a
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α，b
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α.

这与已知条件中a,b是异面直线矛盾，

故AB和CD也是异面直线。

师：上述证明方法与直接证明有什么区别？

生：直接证明是从原命题的条件逐步推得命题，而该题的证明则是从否定结论入手。

师：我们把这种改变了结论属性的证明，即不是直接证明的方法称为间接证明（indirect  proof）.反证法是最常见的间接证明，此外，同一法也是一种间接证明。我们今天侧重研究反证法。——引出课题。

三、建构数学——提升抽象思维

师：请你尝试概括一下反证法的证明过程。

生3：否定结论——推出矛盾——肯定结论。

师：也就是说反证法有三个步骤：反设——归谬——存真。用反证法证明命题“若p则q”的过程，能否用框图来表示呢？

（在师生互动之时，边用课件出示内容，边作理性分析，以渗透算法思想，激活“命题与命题的否定真假对立”知识内容，体悟反证法的逻辑依据。）


师：反证法的操作流程非常清晰，但解决问题时，首先能否想到反证法，其次是要会否定结论，当然归谬这一步更是一个充满玄机且富有挑战性的一步。能否说明一下为什么证明异面直线常用反证法？

生4：因为异面直线是指不同在任何一个平面内的两条直线，也就是说找不到这样的平面，使这两条直线同在这个平面内。

师：怎么找？人的生命是有限的，而平面的个数是无限的。

学生都大笑，异口同声地说：因此只能用反证法！

（通过一个具体例子的分析解决，可以增强学生对新知识、新方法的感性认识，并与旧知识作比较，在教师的引领下，逐步提炼、归纳、抽象、概括，构建起良好的认知结构，从而使知识的增长与能力的培养同步发展）

四、例题强化——感悟数学真谛
例1 已知a,b,c为正数，求证：
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例1 已知a,b,c为正数，求证：中至少有一个不小于2。

稍停片刻，让学生思考后，说一说解题思路：

生5：至少有一个不小于2，就是指有一个或两个或三个不小于2，它的反面是没有一个不小于2，即均小于2，于是可用反证法证明如下：

假设
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师：你怎么想到把三个式子相加的？

生：我想这样可以让互为倒数的两数配对，为基本不等式的运用作铺垫。

即
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而
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故
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于是(1)与(2)自相矛盾，因此
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例1 已知a,b,c为正数，求证：中至少有一个不小于2。

师：三个式子相乘行不行？（通过尝试发现也能推出矛盾，但不如加法来得自然）

解题完毕，引导学生作解题反思：

（1）证明本题时，你是怎么想到用反证法的？反设时应注意什么？（否定结论，可以化不确定为确定）

（2）反证法中归谬是核心步骤，本题中得到的逻辑矛盾归属哪一类？（自相矛盾）

（数学解题活动是一个由联想所学知识、运用数学思想方法、选择解题策略，不断由低级向高级，逐步抽象的复杂的心理过程，因而解题反思的对象应逐渐由数学知识、思想方法这些相对具体的层面，向数学观念、解题策略等更为抽象的层次发展，以使解题者能从更高的观点、更宽的视野、更理性的眼光，去思考数学问题，感悟悟数学原理，提高“元认知”水平）

例2 证明：
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不是有理数。

教师用自嘲的口气说，
[image: image11.wmf]2

是无理数，当然就不是有理数，这还用证明吗？让我们穿过时光隧道，回到古希腊时代，重温那段曾经导致过一次重大数学危机的无理数发展史。在古希腊，毕达哥拉斯学派都认为，任何线段的长度都可以用两个整数的商表示出来。最早，亚里士多德发现，单位正方形的对角线长就无法用两个整数的商表示出来，这引起了毕氏学派的震惊和困惑，大家都想守住这个秘密，但还是被希帕苏斯泄露了出去，传说他被扔进大海淹死了，后来，欧多克斯（Eudoxus）用不可约量的方法化解了这场危机。了解了这段数学史，你能尝试其证明了吗？

生6：直接证明无从下手，正难则反，即假设
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是有理数，去推出矛盾。

（让学生说解题思路，教师板演，并配以适当的提示和提炼，在师生互动中，使学生的思维活动从感性走向理性，从浅显走向深刻，从规范走向自由）

生6：假设
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是有理数，则可设
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，其中p,q为互质的正整数。

师：你怎么会想到设
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的？后面再怎么办？

生6：根据毕达哥拉斯学派的观点（课堂上充满了笑声）。再根据
[image: image16.wmf]2

的意义，两边平方整理得2p2=q2 ……(1)

师：有没有产生矛盾？从中你发现了什么信息？

生6：还没有发现矛盾，但可得出q是偶数，于是可设q=2m,m为正整数，代入（1）得p2=2m2……(2)

师：现在是否产生矛盾了？从中你又发现了什么信息？

生6：矛盾还不明显，但能发现p也是偶数，于是p,q至少有公约数2，这与假设中p,q互质矛盾，故
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不是有理数。

再次引导学生作解题反思：

（1）证明本题的关键是哪一步？推理的核心与动力来自于什么？（关键是设
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，推理的核心与动力是数学符号化思想）

（2）本题中得到的逻辑矛盾归属哪一类？（与临时假设矛盾）

变式探索：1，
[image: image19.wmf]2

，2是否可能是同一等差数列中的三项？证明你的结论。

（通过学生的独立练习，巩固数学解题“贵在一设”的策略，即假设1，
[image: image20.wmf]2

，2是公差为d的等差数列｛an｝的第m,n,k项，以强化符号化思想。通过进一步的解题反思，培养学生解题的选择性知觉和自我监控的能力）

说明：由于本节公开课的时间为40分钟，因此，以下两道机动练习题并没有提出：（1）求证：方程x3+x－1=0有且仅有一个实根。（2）试问直角三角形的三边长能否均为正奇数？证明你的结论。

五、归纳总结——共享学习经验
师：通过本节课的学习你有哪些特别的收获？

（利用开放性的小结，可以使不同层次的学生参与其中，有的同学对数学知识加以整理性的小结，理清了知识的脉络；有的谈了数学思想方法和思考策略对解题的引领作用；也有的同学对数学发展史特别感兴趣。多位同学的收获纵横交叉，互为照应，构成了相对完整的总结）
师：哪些命题适宜用反证法加以证明？

先让学生作发散性讨论，再作适当总结：总的来说，直接证明“山穷水复疑无路”时，反证法常能起到“柳暗花明又一村”的功效。具体地说，当所证命题的结论为否定形式（结论的否定之否定即为肯定）或含有“至多”、“至少”等不确定词（化不确定为确定），还有“存在性”、“唯一性”问题，逆命题易证的问题等，都可以考虑尝试用反证法。

师：归谬是反证法的核心步骤，归谬得到的逻辑矛盾，常见的类型有哪些？

让学生重新审视例题后得出：与数学中已知的事实矛盾，与已知条件、临时假设矛盾，自相矛盾等多种情形。

六、作业布置——巩固体验并存
1．教材P84习题2.2中4，5，6，9，10；

2．通过一些实例，就“合情推理”与“演绎推理”，或者“直接证明”与“间接证明”的比较与综合，写一篇小论文，谈一谈你对数学中哲学思想的感悟。要求标题自选，本学期内交，作为该模块学业成绩的一部分。

（长作业对提高学生的综合素质和领悟能力有着极其重要的作用）

课毕，众多学者和老师与笔者进行了个别研讨，尤其是就课堂上反映出来的若干热点问题进行了深度的学术交流。

1．问题情境与去数学化的科学认识。在新课改的初期，社会、生产、生活中的问题充斥着数学课堂，而数学思考、严谨推理等数学理性思维的精髓却得不到落实，但这种矫枉过正的现象，随着大家对教学质量的强化，很快得以扭转，数学教学又回到了原来的路子上。事实上，数学是一门经验性与演绎性辨证统一的科学，因此，教学中既要关心实际提出的问题，又要关心数学的问题，关键是实际问题情境的功能性与指向性与数学内容的相关度如何，即能不能真正激发学生进行有效的数学思考。本节课引入的两个问题课堂用时少，思维方式紧扣本节课的内容，从而激发了学生的兴趣，调动了学生学习的主动性，尤其是让学生体验对数学推理的启发，成功地把生活与数学的嫁接在一起，收到了良好的教学效果。

2．数学文化与思维训练的有机结合。文化的基本核心一是传统（即从历史上得到并选择）的思想，另一是与其有关的价值，而中学数学的文化价值按照郑毓信教授的观点主要是指数学学习对于人们思维方式、价值观念乃至世界观等方面的重要影响，尤其是养成周密的思考、严谨的推理等理性精神。本节课上，通过无理数的发现这段数学史的介入，一方面为例题设置一个背景，另外，为证明过程中假设
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这一关键步骤提供了依据。可见，数学文化既具有隐性的育人价值，对促进数学思维的提高同样具有很高的价值。

3．解题训练与数学交流的适度把握。在“效率”与“竞争”的口号下，学生数学自主学习的意识越来越淡薄，数学课堂中，除了解题训练外，学生常处于“失语”状态. 诚然，数学交流需要大量的课堂时间，直接告之能增大课堂的信息量，但前者是多向的、互动的，能在学生的记忆深处打下深深的烙印，从而体现出教学的长效性，而后者则是单向的、封闭的，随着时间的变迁学生容易淡忘，属教学的短期行为. 当然，这涉及到学校管理中“教师评价”这一敏感性问题，这里暂不赘述.课后也有老师问：“这节课的知识内容并不复杂，为什么还要学生作自主探究呢？”说心理话，我没有特别意识到自己在组织学生探究. 在我看来，数学学习，当我们从外部把它作为一种操作活动来看待时，它是平面的、简单的、线性的，但这仅仅训练了学生的机械模仿和运算能力，而当我们从学习者内心广泛的活动来看时，会发现一个个独特的、复杂的、多元的思维空间，从而构建起属于学生自己的数学认知结构. 因此，数学教学不仅要让学生知其然，更要知其所以然. 
4．安静思索与动态生成的辨证统一。课堂教学是一种遗憾的艺术，因为课堂上瞬息万变，学生是真正的“英雄”，再有智慧的老师有时也会陷入尴尬，但我们决不能因噎废食，把教学变成最简单的告之方式. 当然，那种动不动就让学生讨论一番，然后宣布答案，并冠以“合作学习”的美名，早已受到广大同行的质疑，因为新课标中明确指出：“数学在形成人类理性思维和促进个人智力发展的过程中发挥着独特的、不可替代的作用”，而“出声想”只是知识的复现性思考，练习操作是技能、方法的思考，这两者都处于思考的较低层次水平，对解决问题策略的选择则需要从数学观念、思想、方法、知识不断检索，反复多次，才能实现，因而需要一个过程，其思考形式往往是“无声”的，但思维活动及心理活动极为丰富和复杂，可谓此时无声胜有声，思考水平处于较高层次. 因此，数学教学应以学生独立思考为主要特征，它需要有一个安静的学习环境，这是课堂教学实现对话、互动、生成的必要条件，或称之为“蓄势”阶段，否则动态课堂就会因缺乏应有的思维张力，陷入形式主义的怪圈. “思索出智慧，灵动显魅力”正是凸显了课堂教学动与静的辨证关系，越来越被大家所认同，从而引领一线教师从新课改的激情、困惑阶段，走向务实、理性的境地. 
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